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I. INTRODUCERE 

În lucrarea de faţă se consideră problema de programare 
pătratică cu restricţii liniare: 
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unde vectorul nx ℜ∈ este variabil iar matricea nnH ×ℜ∈ , 

vectorul ng ℜ∈ , matricea nmA ×ℜ∈ şi vectorul mb ℜ∈  
sunt mărimi cunoscute. Simbolul “T” arată operaţia de 
transpunere. Vom presupune că mArang =)(  iar H este o 

matrice simetrică şi pozitiv definită: 

0,,0 ≠ℜ∈∀> xxHxx nT . 
Problema minimizării funcţiilor pătratice convexe 

supuse constrângerilor liniare apare frecvent în multe 
aplicaţii reale din inginerie, fizică, economie, inteligenţă 
artificială, analiză structurală, VLSI design, suportul 
maşinilor vectoriale, administrarea portofoliilor, teoria 
grafurilor ş.a. Multe tehnici de optimizare neliniară se 
bazează pe rezolvarea subproblemelor de programare 
pătratică de tipul (1). O bibliografie completă referitoare la 
problemele generale de programare pătratică  poate fi 
găsită în [1], lucrare care conţine peste 1000 (o mie) de 
referinţe! 

Una din cele mai răspândite tehnici de rezolvare a 
problemelor de optimizare sunt metodele primal-duale 
bazate pe utilizarea condiţiilor de optimalitate Karush-
Kuhn-Tucker [2-5]. 

Investigaţia noastră este motivată de faptul că, în cazul 
funcţiilor pătratice strict convexe, problema (1) poate fi 
transformată, folosind dualitatea Lagrange, într-o problemă 
de programare pătratică cu constrângeri simple. La rândul 
său această problemă se reduce la rezolvarea unui sistem de 
ecuaţii netede, utilizând tehnica propusă în lucrările [6,8], 
bazată pe fucţiile de complementariate. O funcţie 

ℜ→ℜ×ℜ:ϕ  se numeşte funcţie de complementaritate 

dacă mulţimea  soluţiilor ecuaţiei 0),( =baϕ  coincide cu 

mulţimea soluţiilor sistemului: 0=ab , 0,0 ≥≥ ba [7]. 

Vom arăta că putem reduce rezolvarea problemei 
considerate (1) la rezolvarea unui sistem de ecuaţii 
neliniare convenabil alcătuit doar din m ecuaţii cu m 
necunoscute. Acest lucru ne conferă un mare avantaj în 
cazul rezolvării problemelor de programare matematică în 
dimensiuni mari. 

Este bine cunoscut din literatura de specialitate că 
rezolvarea problemei de programare pătratică (1) referitor 
la variabilele primale nixi K,2,1, = este echivalentă cu 

rezolvarea problemei duale (2) referitor la variabilele duale 
mii ,,2,1, K=λ : 
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unde  

,1 mmTAAHB ×− ℜ∈=  
.1 mbgAHd ℜ∈+= −
 

Menţionăm că în presupunerele de mai sus matricea 
TAAH 1−  este o matrice pozitiv definită. 

Fie multiplicatorul Lagrange  
mT

m ℜ∈= ),,,( **
2

*
1

* λλλλ K  

soluţia optimă a proplemei duale (2). Atunci soluţia optimă 
a problemei considerate (1) poate fi obţinută astfel 

)( *1* gAHx T −= − λ  

ceea ce este echivalent cu rezolvarea următorului sistem de 
ecuaţii liniare faţă de x:  

.* gAHx T −= λ  

II. STRATEGIA FUNCŢIILOR DE 

COMPLEMENTARITATE PENTRU REZOLVAREA 

EFICIENTĂ A PROBLEMEI DUALE 

Problema duală (2) este o problemă de programare 

pătratică cu restricţii simple. Vectorul mℜ∈*λ este o 
soluţie optimă pentru problema (2) daca şi numai dacă 

există multiplicatorul Lagrange mz ℜ∈* , care verifică 
relaţiile algebrice Karush-Kuhn-Tucker [2]: 
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 Rezolvarea sistemului de ecuaţii (3) poate fi realizată, 
utilizând funcţiile neliniare de complementaritate [6,8], 
definite astfel: 
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Funcţiile )(yu şi )(yv  definite mai sus satisfac 

următoarelor proprietăţi: 
1. 
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2. Funcţiile )(yu  şi )(yv  sunt de de două ori continuu 

diferenţiabile pentru .ℜ∈∀y  

3.  0)( =yu  şi 0)( =yv dacă şi numa dacă 0)( =yu
dy

d
, 

respectiv 0)( =yv
dy

d
pentru orice 0≠y . 

4.  

0)()()()( =×=× yvyu
dy

d
yv

dy

d
yu  

pentru orice 0≠y . 

Introducem T
myyyy ),,,( 21 K=  vectorul variabilelor 

auxiliare miyi K,2,1, =  şi definim operatorii 
mmyVyU ℜ→ℜ:)( şi )( : 
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Cu ajutorul funcţiilor )( iyu  şi )( iyv , bazându-ne pe 

proprietăţile 1-4 prezentate mai sus,  sistemul Karush-
Kuhn-Tucker (3) poate fi transformat în următorul sistem 
echivalent de m2 ecuaţii neliniare netede cu m2  
necunoscute: 
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Aşa cum )(yV=λ , obţinem următorul sistem din m 

ecuaţii tot cu atâtea necunoscute myyy ,,, 21 K : 

bgAHyUyVAAH T +=− −− 11 )()(                   (4) 

Notăm prin )(yU ′  şi )(yV ′  matricele diagonale de 

dimensiune mm×  cu elementele 
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Matricea Jacobiană a funcţiei-vector 

bgAHyUyVAAHyF T −−−= −− 11 )()()(  , 

utilizând notaţiile de mai sus poate fi scrisă astfel  

)()()( 1 yUyVAAHyF T ′−′=′ − . 

Teoremă. Dacă matricea H este pozitiv definită şi 
nmArang ≤=)(  atunci matricea jacobiană )(yF ′  este 

nedegenerată în vecinătatea soluţiei sistemului (4). 
Demonstraţia este asemănătoare celei din lucrarea [6] 

Fie orice mp ℜ∈ . Atunci din  

0)( =′ pyF  
avem: 

pyUpyVAAH T )()(1 ′=′−                                (5) 

De unde  

[ ]
[ ] =′′=

=′′−

pyVpyU

pyVpyVAAH
T

TT

)()(

)()(1

 

[ ] 0)()( =′′= ppyUyV T  

deoarece mnmOyUyV ×ℜ∈=′′ )()( . 

Pe de altă parte, 

[ ] 0)()()(0
2

2
1 >′≥′′= − pyVpyVpyVAAH

TT µ , 

unde 0>µ cea mai mică valoare proprie a matricei 
TAAH 1− . Astfel 0)( =′ pyV . Din (5) rezultă că şi 

0)( =′ pyU . 

Prin urmare, dacă 0)( ≠′ syv rezultă 0=sp şi 

0)( =′ syu . Dacă 0)( =′ syv rezultă că 0)( ≠′ syu şi 

0=sp .Deci 

msps ,,2,1,0 K=∀= , 

adică .))(( myFrang =′ Teorema este demonstrată. 

Astfel sistemul de ecuaţii (4) poate fi rezolvat cu ajutorul 
metodei Newton, având viteza supraliniară de convergenţă 
în vecinîtatea soluţiei.  

Fie )(ky  aproximaţia curentă a soluţiei *y . Atunci 
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aproximaţia )1( +ky  se obţine în urma rezolvării sistemului 

de ecuaţii liniare: 

)())(( )()()( kkk yFyyyF −=−′ , 

sau, în formă desfăşurată, a sistemului: 
 

[ ] =−′−′− )()()( )()()(1 kkkT yyyUyVAAH

)()( )()(1 kkT yUyVAAH +−= − . 

Soluţia optimă *λ  a problemei duale (2) este limita 
şirului 

{ } { })1()1( ( ++ = kk yVλ . 

Fie T
myyyy ),,,( **

2
*
1

*
K= soluţia sistemului de ecuaţii 

(4).  Atunci 

))(()( 1*11* bgAHyUAAH T ++= −−−λ . 

De aici rezultă soluţia optimă a problemei considerate (1): 

))(( *1* gyVAHx T −= −
 

Metoda descrisă în această lucrare a fost implementată în 
cod MAPLE şi testată pe un şir de probleme din [9]. 

 
Exemplul 1. (Problema nr.  21 [33, p. 44]). 
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Exemplul 2. (Problema nr. 35 [9, p. 58]). 
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Exemplul 3. (Problema nr. 76 [9, p. 96]). 
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III.  CONCLUZII 

În această lucrare noi suntem interesaţi de rezolvarea 
numerică a problemelor de optimizare pătratică convexă cu 
restricţii inegalităţi afine. De-a lungul anilor au fost 
propuse şi ameliorate diferite metode de rezolvare (a se 

vedea [1-6,10]).  Procedura propusă constă în reducerea 
problemei de optimizare pătratică cu restricţii inegalităţi 
afine la o problema echivalentă în variabile duale care are 
doar constrângeri simple. Sistemul Karush-Kuhn-Tucker 
pentru problema duală permite rezolvarea problemei de 
programare pătratică cu restricţii simple în dimensiuni 
mari. Elementul principal îl constituie utilizarea funcţiilor 
de complementaritate )(xu  şi )(xv  [4 ] cu ajutorul cărora 

se realizează reducerea problemei la un sistem în 
dimensiuni convenabile, care poate fi efectiv soluţionat cu 
metoda Newton. Notăm că metoda propusă este efectivă în 
cazul rezolvării problemelor de programare pătratică 
convexă în dimensiuni mari în care numărul constângerilor 
este cu mult mai mic decât numărul varibilelor decizionale. 
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